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摘 要：区间值直觉模糊集是直觉模糊集的进一步推广，具有比直觉模糊集更强大的模糊信息表达能力．基于区间 

值直觉模糊集理论，给出了三种基于海明距离、规范化海明距离、欧氏距离、规范化欧氏距离的扩展区间值直觉模 

糊集距离测度公式，对它们进行了比较分析，并给出了相应的定理和证明． 
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Distances Between Interval-Valued Intuitionistic Fuzzy Sets 
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(Tonghua Normal University，Tonghua 134002，China) 

Abstract：Interval—valued intuitionistic fuzzy sets，as a further generalization of intuitionistic fuzzy sets，has more powerful 

ability to represent fuzzy information than intuitionistic fuzzy sets．Based on the interval—valued intuitionistic fuzzy set the— 

ory，three extended methods based on the well known Hamming distance，the Euclidean distance and their normalized 

counterparts for measuring distances between interval—valued intuitionistic fuzzy sets are given．Then the corresponding 

theorem and proof are given． 
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1 引言 

为处理现实世界中存在的不精确、不确定信息， 

Zadeh于 1965年提出了模糊集理论．AtanaSS( J对 

模糊集理论进行了拓展，提出了直觉模糊集理论．由 

于直觉模糊集同时考虑了隶属度、非隶属度和犹豫 

度三方面信息，因此，它比传统的模糊集在处理模糊 

性和不确定性等方面更具灵活性和实用性． 

Atanassov等 J对直觉模糊集进一步推广，提出区间 

值直觉模糊集的概念．Atanass0v J定义了区间值直 

觉模糊集的一些基本运算法则．Bustince等[ J定义 

了区间值直觉模糊集的关联度，并研究了区间值直 

觉模糊集关联性的两个分解定理．徐泽水【5J5则对基 

于区间值直觉模糊集的模糊决策方法进行了研究． 

目前直接模糊集已被国内外成功地应用于模糊 

控制、决策分析、模式识别等领域，而其中关键的技 

术之一就是怎样用相似度量去度量两个集合的相似 

程度，但在许多情况下求相似度量都和距离有关．区 

间值直觉模糊集作为直觉模糊集的扩展，它更能描 

述和反映客观世界的本质特征．然而，目前讨论区间 

值直觉模糊集之间距离测度的相关文献却很少．为 

此，文中基于区间值直觉模糊集理论，对其距离测度 

问题进行了研究，将三种基于直觉模糊集的海明距 

离、欧几里得距离及其相应的规范化距离测度推广 

到区间值直觉模糊集，对它们进行了比较分析，并给 

出了相应的定理和证明． 

2 直觉模糊集与区间值直觉模糊集 

定义1 (直觉模糊集)设 U为论域，其中的任 

意一个元素用 表示．则 U上的一个直觉模糊集A 
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为 ： 

A={(U，tA( )，厶(U))l ∈U}， 

直觉模糊集A用一个隶属函数tA(“)和一个非 

隶属函数 fa( )表示， ( )和 厶(U)都将区间 

[0，11中的一个实数与 L，中的每一个元素联系起 

来，即 

(U)：U一 [0，1]，fa(“)：U一 [0，d]，且有0 

≤ (U)+厶(U)≤ 1，U∈ U成立． 

显然，每一个一般模糊子集A={(U，tA( ))l 

∈ U}是直觉模糊子集 A ： {(U，tA( )，1一 

( ))I ∈U}的特殊情况，此时有丌A(U)：1一 

tA(U)一(1一“( ))=0，丌A(z￡)为A中U的犹豫 

度．因而，由Atanassov提出的直觉模糊集是传统模 

糊集的一种扩展．非隶属度函数的引入，使得直觉模 

糊集能够更加细腻地描述和刻画现实世界的模糊性 

本质．而区间值直觉模糊集是直觉模糊集的进一步 

扩展，具有更强的表达不确定数据和模糊数据的能 

力，它更能描述和反映客观世界的本质特征． 

定义2 (区间值直觉模糊集)设 己，为论域，其 

中的任意一个元素用 “表示．则 u上的一个区问值 

直觉模糊集 A定义为： 

A={(U，tA(U)， ( ))l ∈U}， 

区间值模糊集合 ( )和厶(U)分别是A的 

隶属函数和非隶属函数．其中， 

(U)=[￡ (U)， (U)] [0，1]， (U)： 

[ ( )， ( )] [0，1]，且 ￡ ( )+Jf ( )≤ 1 

为方便起见，将定义在论域 【，上的区间值直接 

模糊集记作 IVIF(U)．并将区间值直觉模糊集的犹 

豫度定义为： 

( )=1一 (U)一厶( )=[1一￡ ( )一 

( )，1一 (U)一Jf ( )]． 

3 距离的度量准则 

定义3 设 A，B∈IVIF(【，)，若函数 

d：IVIF(U)×IVIF(【，)— R U {0} 

满足条件： 

① d(A，B)≥ 0； 

② A =BC=~d(A，B)=0； 

③ d(A，B)=d(B，A)； 

④ 对任意的A，B，C∈IVIF(U)，d(A，B)+ 

d(B，C)≥ d(A，C)． 

则 d(A，B)是区间值直觉模糊集A与B之间的距 

离． 

4 区间值直觉模糊集之间的距离测度 

下面将根据区间值直接模糊集理论，把分别由 
Grzegorzewski[6 

，
Burillo和 Bustince[7l，Szmidt和 

Kacprzyk[ ]所提出的基于直接模糊集距离度量方法 

扩展到区间值直接模糊集，并给出相应的定理和证 

明． 

4．1 基于 Grzegorzewski距离的扩展 IVIF距离测 

度 

在文献[6]中，Grzegor~wski提出了一种基于 

Hausdorff测度的直接模糊集距离度量方法，该方法 

具有很好的分辨率．在这里首先将这种方法扩展为 

区间直接模糊集的Hausdorff距离，其定义如下． 

定义4 设A，B是论域U={tl1， 2，⋯，M } 

上的IVIF集合，其中， 

A = {( i， [￡ (U )，￡ (U )]， [ ( )， 

(U )])I f∈ U}， 

B = {( ， [ 五( )，￡刍( i)]， [ (M )， 

( )])l U ∈ U}， 

则有： 

(1)海明距离 (A，B) 

dh(A，B)=告∑[m~xl l￡ ( )一ti(uf)I， 
i= 1 

I／ ( )一fi(Uf)l}+max{I￡支( f)一tl(U )!， 

l FA( )一 (U )⋯ 

(2)规范化的海明距离 (A，B) 

lh(A，B)= [m~xl l ( f)_ti(Ui)l， 

I， (乱{)一 ( i)I{+m3．x{{￡ (乱i)一￡矗( )I， 

I ( )一 (U )⋯ 

(3)欧几里得距离 (A，B) 

eh(A，B)={告∑[n~xl(tA(U )一tB(U )) ， 
i：1 

( (“f)一 (U )) }+max{}f (u )一 吉( )) ， 

( ( )一 (U )) ⋯ 主 

(4)规范化的欧几里得距离 ĝ(A，B) 

qh(A，B)：{ [ma)( (Ui)一 三(Ui)) ， 

(／ (U )一 ( )) }+max{l￡ (“ )一￡吉( )) ， 

( ( )一 ( )) }]}主 

定理 1 设 U={ l，z‘2，⋯， }是有限论域， 

则 (A，B)， (A，B)，eh(A，B)，q̂(A，B)是距 

离度量． 
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证明：以 eh(A，B)为例． 

设 A = {(u{，[ (u )，￡ (“ )]，[， (u )， 

jF (u )])l i∈U}，B={(“ ，[￡云( )，￡吉(“ )]， 

[ (u )， ( )])l uf∈ U}和 C = {(“ ， 

[z云(u z吉( )]，[ (uf)， (u )])l uf∈U}是 

论域 U上的区间值直觉模糊集，则有 

(1)根据任意实数的平方结果为非负数，必有 

eh(A，B)≥0．性质①成立． 

(2)当A=B时，有 ￡ (“ )=t?3(“ )， (u ) 

=  (uf)， ( f)=￡吉(uf)， ( f)= (乱 )，因 

而有 eh(A，B)= 0．当 eh(A，B)： 0时，有 

max{(￡ (ui)一￡五(M )) ，( (u )一 (ui)) }= 

0，max{(￡ (uf)一￡吉( )) ，( (“ )一Jf葛( f)) } 

= o．由此可得 (ui)一￡ (uf)： 0，jF ( )一 

( )= o， ( i)一 吉( f)= 0，Jf (“ )～ 

(u )：o，因而有A =B．性质 ② 成立． 

(3)由于 

(￡ (“f)一￡五(“f)) = (￡ (“f)一tA(Uf)) ， 

( (Uf)一 (Ui)) =( (Uf)一ffA(Ui)) ， 

( 支( )一 吉(甜 )) =(￡吉(U{)一 ( )) ， 

( (uf)一 u = ( ( )一 (“f)) ， 

显然有 (A，B)：eh(B，A)．性质 ③ 成立． 

(4)由于对于任意非负数 a ，b ， ，d (i=1， 

2，3)，当al+a2≥a3，bl+b2≥ b3，Cl+c2≥ c3， 

1+ 2≥d3成立时，有max{a1，bl}+max{口2，b2} 

+max{fl，dl}+max{f2，d2}≥ max{a3，b3}+ 

max{c3，d3}成立，由此可得 

∑[max{(￡ (z‘f)一￡云(“ )) ，( ( f)一 
=l 

(ui)) }+max{(￡ ( )一￡刍(乱f)) ，( (u )一 

(“ )) }+ ∑[max{( 云(“ )一 tc(uf)) ， 
i=l 

( (u )一厂 ( )) }+max{(￡吉(u )～￡ ( )) ， 

( ( )一Jf (ui)) }≥ ∑[max{( ( f)一 

￡ (ui)) ，( u )一，弓(u )) }+max{(￡ ( )一 

￡古(“ )) ，( ( )一 (ui)) } 

因而有 eh(A，B)+eh(B，C)≥ eh(A，C)．性质 ④ 

成立． 

定理 2 设 A，B是论域U = {u1，u2，⋯，u } 

上的任意两个 IVIF集合，其中 

A = {(u ， [￡ (u )， ( )]， [ (u )， 

(uf)]>I uf∈U}， 

B = {(u{， [￡五(乱 )，￡吉(u )]， [ ( )， 

( )])l u ∈U}， 

则有下列不等式成立： 

(A，B)≤ ，z， 

(A，B)≤ 1， 

eh(A，B)≤√ ， 

q̂(A，B)≤ 1． 

证明：对每一个 u ∈ U，因为 l (u )一 

￡ (ui)I≤1，I (“{)一 ( f)l≤1，I￡支( f)一 

￡吉(uf)l≤ 1，l ( )一 ( )I≤ 1，故有 

dh(A，B)≤ 1∑[1+1]= ， 
- i=1 

lh(A，B -- -1~ [1+1]=1， 
厂=_—i————一  

eh(A，B)≤√ [1+1]= ， 
厂■— ————一  

q̂(A，B)≤√ ∑i=l[1+1] 
4．2 基于Burillo距离的扩展 IVIF距离测度 

在文献[7]中，Burillo和Bustince将海明距离、 

欧几里得距离以及它们相应的规范化形式直接扩展 

为直觉模糊集距离．将这种思想应用到区间值直觉 

模糊集上，也可以得到一组扩展的距离公式，其定义 

如下： 

定义5 设 A，B是论域U={u1，“2，⋯，u } 

上的IVIF集合，其中， 

A = {( ， [￡ ( )，￡ ( f)]， [ (“i)， 

( f)])I ∈ U}， 

B = {( f， [f五(u )，f吉(u )]， [ ( )， 

( )])I u ∈U}， 

则有 

(1)海明距离 d (A，B) 

(A，B)=丢∑[1 ta(u )一￡ (“f)I+ 

l￡ ( f)一 吉( )I+I (uf)一Jf (u )I+ 

I (u )一 (u )门 

(2)规范化的海明距离z (A，B) 

z (A，B)= [I ta(ui)～￡五(ui)I+ 

I￡ ( )一￡吉( )l+l (u )一 (u )I+ 

I (u )一 (u )门 

(3)欧几里得距离 e (A，B) 
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e (A，B)={ ∑[(f ( )一tB(U )) + 
。 i=1 

(￡ ( )一 ￡吉(Ui)) + ( ( f)一 (Ui)) + 

( ( )一 (“ )) ]}主 

(4)规范化的欧几里得距离 q (A，B) 

g (A，B)= {4 
n 

[(￡ ( )一￡ ( )) 十
i=l 

Ui Ui 

(￡支(“f)一 ￡吉( f)) + (Jf ( f)一 (“f)) 

( ( )一 ( )) ]}童 

定理3 设 U={ l， 2，⋯，“ }是有限论域， 

则 d (A，B)，￡ (A，B)，e (A，B)，q (A，B)是距 

离度量． 

证明过程参照定理 1． 

4．3 基于Szmidt距离的扩展 IVIF距离测度 

Szmidt和Kacprzyk在文献[8]中根据直觉模糊 

集的几何解释，在定义直觉模糊集的距离时，将直 

接模糊集的隶属度函数 ￡( )、非隶属度函数 ，( ) 

和直接犹豫度 ( )这三个参数皆考虑在内．下面 

将这种思想扩展到区间值直觉模糊集的距离定义 

中，具体定义如下： 

定义6 设A，B是论域U={ 1， 2，⋯，甜 } 

上的IVIF集合，其中， 

A = {(“f， [￡ ( )，￡ ( )]， [ ( )， 

( f)])l“ ∈ U}， ． 

B = {( ， [￡五( )，￡吉( )]， [ ( )， 

( )])I“i∈ U}， 

则有 

丌A( )=1一tA( )一厶( )=[1一￡ ( )一 

( )，1一￡ ( )一 (U)]=[丌 ( )，丌 ( )] 

7rB(“)=1一tB( )一fB( )=[1一 吉( )一 

(甜)，1一￡三( )一 ( )]=[丌五(“)，丌吉( )] 

则有 

(1)海明距离 d (A，B) 

(A，B)=去∑[1 t2(u )一￡云( )I+ 1 
i= 1 

I f (甜 )一￡吉( )I+I ( f)一 ( )l+ 

I／ ( )+ 葛( )l+l丌 ( )+7r五( )J+ 

l，r支(z‘f)+7f吉(“ )1] 

(2)规范化的海明距离 Z (A，B) 

z (A，B)= [I￡ (Ui)一￡云(Ui)}+ 

I￡ ( )一￡吉(“f)}+I ( )一 ( )l+ 

I Jf (“ )+ ( )l+I丌 ( )一7r五(乱 )I+ 

f 7f (z‘ )一7r吉(“ )I] 

(3)欧几里得距离 e (A，B) 

(A，B)：{ ∑[(￡ (／．ti)一￡五( ))。+ 
i=1 

(￡支( )一￡吉(Ui)) + ( ( )一 (Ui)) + 

( ( )一 (“ )) + (7r ( )一 万五( )) + 

(7r支(“ )一7r吉( f)) ]} 1 

(4)规范化的欧几里得距离 g (A，B) 

q (A，B)： { [( (Ui)一￡三(Ui)) + 

(￡支( )一 ￡吉(乱 )) + ( (z‘ )一 ( )) + 

( ( )一 (“ )) + (7r ( )一 7r ( )) + 

( 支(t‘i)一 吉(“i)) ]}专 

定理 4 设 U ={ 1，“2，⋯， }是有限论域， 

贝0 d (A，B)，z (A，B)，P (A，B)，g (A，B)是 距 

离度量． 

证明过程参照定理 1． 

定理 5 设 A，B是论域 U ： {／,t1， 2，⋯， } 

上的任意两个IVIF集合，其中 

A = {( ， [￡ ( )，z支( )]， [Jf ( )， 

( )])I乱 ∈ U}， 

B = {( ， [￡五(M )，￡吉( {)]， [ ( i)， 

( 川 )I ∈U}， 

则有下列不等式成立： 

d (A，B)≤ dh(A，B)≤ d (A，B)， 

Z (A，B)≤ Ẑ(A，B)≤ Z (A，B)， 

et(A，B)≤ eh(A，B)≤ eH(A，B)， 

q (A，B)≤ q̂(A，B)≤ q (A，B)． 

证明：在这里仅给出 证明． 

因为对于任意 口，b，c，d四个数字，都有(口+b 

+c+d)／4≤ (max{n，b}+max{c，d})／2成立，故 

有e (A，B)≤ eh(A，B)成立．再者，因为对每一个 

∈U，都有，r ( )=1一 支( )一 ( )，7r (／．t) 

=1一￡ ( )一 ( )，7r云(U)=1一￡吉(z‘)一 

( )，丌吉( )：1一 云(“)一 ( )．因而有 

[( ( )一￡ ( )) +( (“ )一￡吉(乱 )) 

+( (U )一 (U )) +( ( )一 ( )) + 

(丌 (“ )一，r五( )) +(7r支(“f)一7f吉( )) ] 

=  [(￡ (锐f)一￡ (Ui)) +(￡ ( )一￡刍( )) + 

( ( )一 ( )) + ( ( )一 ( )) + 
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(￡吉( )+ (u )一 (uf)一 ( )) +(￡ (U ) 

+ (U ) z (甜 )一 (“ )) 

= {[(￡ ( f)一￡五( )) +( ( )一 ( )) + 

(￡云( f)一￡ (铒 ))( ( )一 (U ))+(￡ (U )一 

￡击( f)) + ( ( )一 (扎 )) + ( 吉( )一 

￡支(U ))( ( )一 (U ))] 

≥ 1[max{( ( f)～ 云( f)) + ( ( )一 

(U )) }+max{(￡ ( )一 吉( )) +( (乱 )一 

( )) }] 

故有 eH(A，B)≥ eh(A，B)． 

综上可得 e (A，B)≤ eh(A，B)≤ (A，B)， 

命题得证． 

应当指出的是，直觉模糊集作为一般模糊集的 

扩展，当犹豫度 lrA(U)=1一tA( )一(1一tA(甜)) 

=0时，其等价于相应的模糊子集．同样可以验证， 

文中所提出的三种扩展区间值直觉模糊集距离测 

度，在特定的情况下(IVIF子集等同 A = {(U， 

tA(U)，tA(甜)>l U∈ U})，分别等价于文献[6—8] 

中所对应的直觉模糊集距离测度． 

5 结束语 

区间值直觉模糊集作为直觉模糊集的进一步扩 

展，具有更强的表达不确定数据和模糊数据的能力， 

更能描述和反映客观世界的本质特征．文中基于区 

间值直觉模糊集，给出了三种扩展的区间值直觉模 

糊集距离测度公式，并对它们进行了比较分析，给出 

了相应的定理和证明，从而为进一步深化区间值直 

觉模糊集在模糊控制、决策分析、模式识别等领域的 

应用奠定了一定的基础． 
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